Mathematik-Olympiade 2019/20

Aufgaben der ersten Runde

Klasse 5

1. Aufpabe
Gitter-Rechtecke sollen ausgelegt werden, Zur Verfiigung stehen Spiclsteine mit zundchst folgenden vier Figu

rentypen:

Rechteck 2 x 1 Rechteck 3 x 1 Quadrat 2 x 2 Quadrat 3 » 3

BN [[[]

a) Zeige, dass es miglich ist, ein 5 x 4+ Rechteck so suszulegen, dass alle vier Figurentypen verwendet werden.

b) Zeige, dass ez nicht gelingen kann, mit allen vier Figurentypen ein 4 * 4-Quadrat auszulegen.

] Zeige, dass es miglich ist, ein 5 ¥ 5-Quadrat =0 suszulegen, dass alle vier Figurentypen und nicht mehr
als sechs Spiclsteine verwendet werden.

d] Jetzt wird ein fiilnfter Figurentyp eingefithrt — der Winkel:

Izt o= weiterhin miglich, ein 5 » 5Quadrat mit sechs Spiclsteinen aussulegen und
dabei alle fiinf Figurentypen zu verwenden?

2. Aufeabe
a) Ermittle alle Zahlen, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(1} Die Zahl ist fiinfstellig.
(2) Iie Zahl besteht nur aus den Ziffern 4 und 6.
[3) Die Zahl sof Teusender gerundet ergibt 45 000,
b) Ermittle alle Zahlen, die clgende Bedingungen erfiillen:
(1) De Zahl ist vierstellig.
[2) De zweistellige Zahl aus Tausender- und Hunderterziffer ist ein Vielfaches von 9.
(3) Die zweistellige Zahl aus Zehner- und Einerziffer ist ein Vielfaches von 11
(4) Ie Zahl auf Hunderter gerundet ist kleiner als 2000.
[5) IMe Zahl suf Zehner gerundet ist griBer als 1870,
Hinweis: Bei den Bedingungen (2] und (3) im Aufgabenteil b) wird die zweistellige Zahl jeweils unter Beibe-
haltung der Reihenfolge der iffern gebildet.

3. Aufeabe
Die Médchen der Schul-Tanzgruppe michten fiir einen A uftritt einfarbige T-Shirts und einfarbige Ricke anzie-

hen. Die T-Shirt-Farbe soll aber nicht mit der Rockfarbe iibercinstimmen.
Zur Auswahl fiir die T-Shirts und fiir die Riocke stechen die Farben Rot, Griin, Orange und Blaw.

a] Wie viele Kinder kiinnen damit eingekleidet werden, so dass alle verschieden susschen?

In der Tanggruppe sind 28 Kinder. Es miissen also noch weitere T-Shirts und Ricke gekaoft werden, so dass
alle Kinder verschieden eingekleidet werden kinnen.

b) Wie viele Farben fiir die T-Shirts und Ricke milssen dafiir noch mindestens dazu gewihlt werden? Gib
die kleinste Anzahl fiir die Farben an.
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Aufgaben der ersten Runde
Klasse 6

1. Aufrabe

Am Ende der Sommerferien betrachten Amelie, Beatrix und Conny gegenseitig thre Urlaubsfotos, die sie wihrend
ihrer Ferien in den Alpen, an der Ostsee und an der Nordsee gemacht haben. Jedes Médchen war in den Ferien
in genau einer dieser Regionen. Die Kinder stellen fest:

(1) Alle Midchen haben unterschiedlich viele Fotos gemacht.

(2) Beatrix hat weniger Fotos gemacht als das Midchen, das an der Ostsee im Urlaub war.
(3) Es gibt mehr Fotos von der Nordses als von den Alpen.

(4) Die wenigsten Fotos hat Amelie gemacht.

Gib an, welches Madchen wo seine Ferien verbracht hat. Gib ebenfalls an, wer die meisten Fotos gemacht hat.

2. Aufrabe
Gitter-Cuadrate sollen ausgelegt werden. Zunéichst stehen Spiclsteine folgender vier Figurentypen zur Verfiigung:

Rechteck 2 x 1 Rechtock 3 » 1 Quadrat 2 » 2 Quadrat 3 » 3

= LT

a) Zeichne ein 5 ¥ 5Quadrat und lege e= 30 mit Spiclsteinen aus, dass alle vier Figurentypen vorkommen, du
sber nicht mehr als sechs Spielsteine verwendest.

Zeige entsprechend, dass ein 6 x 6-Quadrat so ausgelegt werden kann, dass alle vier Figurentypen und
nicht mehr als sechs Spiclsteine verwendet werden.

ZLeige entsprechend, dass ein 7 x T-Quadrat so susgelegt werden kann, dass alle vier Figurentypen und
nicht mehr als zehn Spiclsteine verwendet werden.

b) Jetzt wird ein fiinfter Figurentyp eingefithrt - der Winkel:

Ist e miglich, ein 5 » 5(Juadrat mit sechs Spiclsteinen, ein 6 * 6Quadrat mit acht
und ein 7 ¥ T-Quadrat mit zehn Spiclsteinen auszulegen, wenn in allen Fillen slle fiinf
Figurentypen verwendet werden sollen?

¢] Und das Schwierigste am Schluss: Kenn man aus neun Winkeln einen vergrierten Winkel legen?

3. Aufrabe
e Oma hat die T-Shirtz der Enkelkinder gewsaschen: eins 1=t rot, eins izt blau und zwei sind griin.

Sie hingt die T-Shirts nebeneinander zum Trocknen aof die Leine.
a) Wie viele verschiedene Méglichkeiten der Anordnung hat die Oma dafiir, wenn man nur die Farben be-
trachtet?
b) Wie viele Méglichkeiten der Anordnung hiéitte die Oma, wenn alle vier T-Shirts verschiedene Farben
hétten?
Nun findet die Oma in der Waschmaschine noch ein fiinftes T-Shirt.
¢] Wie viele Méglichkeiten der Anordnung hiitte die Oma, wenn alle fiinf T-Shirts verschiedene Farben
héitten?
d) Das fiinfte T-3hirt war aber griin, auf der Leine hiingen also ein rotes, ein blawes und drei griine T-Shirts.

Wie viele verschiedene Méglichkeiten der Anordnung gibt es jetzt fiir das Aufhiingen auf der Leine, wenn
man nur die Farben betrachtet?
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1. Aufeabe
Ritter Kunibert hat seinem Kinig Kasimir in einer Schlacht das Leben gerettet. Zur Belohnung fiihrt Kasimir

seinen Retter in einen Sasl, in dem sich drel gleichgrofe Truhen befinden. Auf der ersten Truhe steht | Gold®,
auf der zweiten steht | Silber” und auf der dritten steht Gold und Silber”.

Kazimir spricht: . Sich hier diese dret Truhen. Eine ist nur mit Coldminzen gefillt, eine nur mit Silbermimen
und cine mit Gold- und Silbermiinzen zu gleichen Teilen. Dhe Aufschriften aber sind simtlich falsch. Sapge mir,
aus welcher Truhe ich dir eine Milnze zeigen soll, und entscheide dich dann, welche Trubhe du haben willst.™

Aus welcher Truhe sollte sich Ritter Kunibert cine Miinee zeigen lassen, damit er in jedem Fall die nur mit
Goldmiinzen gefillte Truhe erkennen und dann awswihlen kann? Begriinde deine Antwort.

2. Aufpabe
Gib fiir jede der Teilaufgaben a), b) und c) jeweils alle digjenigen positiven ganzen Zahlen n an, welche die
angepgebene Forderung erfiillen, und weise nach, dass sie die angegebene Forderung, edhillen.

a] Dhe Zahl %‘% b g ist Kleiner als 1.

b] Die Zahl % — % izt gleich einer Zahl % mit einer positiven ranzen Zahl k.

c| Dhie Zahl % } 155 15t eme positive game Zahl.

d] Ermittle alle positiven ganszen Zahlen n, fiir die é% b g grofer als % und kleiner als i izt

3. Aufrabe
Steffen hat sein Schachbrett mit den Zahlen von 1 bis 64 belegt [siche Abbildung a).

a)| Er setzt einen Springer auf das Feld mit der Zshl 2 und méchte mit mehreren Ziigen ein Feld in der
untersten Zeile erreichen. Dabel addiert Steffen die Zehlen der Felder, auf denen sich der Springer auf
seinem Weg anfhilt.
Finde den Weg, bel dem diese Summe am kleinsten ist, und gib die Summe an.
Erlautere dein Vorgehen.

b] Welches ist die kleinste entsprechende Summe, wenn der Springer sich durch mehrere Ziige vom Feld 23
zum Feld 29 beweren soll?

¢| Untersuche, ob sich der Springer vom Feld 1 zum Feld 64 bewegen kann.

Hinweis: Fin Springer zicht zwei Felder vorwirts und ein Feld zur Seite (siche Abbildung b).
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1. Aufpabe

Eine Haute und ein gleichseitizes Dreleck haben dieselbe Seitenlange, ein ' E
Eckpunkt des Drelecks fillt mit einem Eckpunkt der Raute zusammen und g
die beiden anderen Eckpunkte des Dreiecks liegen auf verschiedenen Seiten |
der Raute, siche nebenstehende Abbildung

Ermittle die Grifen der Innenwinkel der Raute, ohne zu messen.

Hinwets: Ein anderer Name fiir eine Raute ist Rhombus.

2. Aufeabe

Fiir den Aufstieg auf den Moberg sind Amina und Georg zwar gleichzeitiz gestartet, aber Amina ist 20 Minuten
vor Georg auf dem Gipfel angekommen. Dort diberlegt Georg: Wenn ich 2059 weniger Zeit bendtipt hatte und
Amina 20% mehr Zeit, dann wiren wir beide gleickzeitiy oben anpekommen.”

Berechne, wie lange Amina und Georg jeweils fiir den Aufstieg gebraucht haben.

3. Aufeabe
Das Logo der Mathematik-Olvmpiade enthélt ein regelméfipes Siebzchneck, einen Zirkel und ein Dreleck. Carl
Friedrich Gauf bewies 1796, dass ein regelmifipes Siclechneck im Unterschied zu den meisten anderen regel
miligen Vielecken allein mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann.
a] Ermittle die Anzahl aller Disponslen in einem regelméaBiren Sicbzehneclk.
b] Ermuttle die Anzahl aller Drelecke, die aus den Eckpunkten ein und desselben regelmifizen Sicbzehnecks
rebildet werden kimnen.

¢] Ermittle die Anzahl aller Raumdisgonalen in einem Prisma mit einem regelmifipen Sicbzehneck als Grund-
flache.
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Aufgaben der ersten Runde
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1. Aufeabe
Bestimmen alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die n, n 4 4 und » 4 8 Primzahlen sind.

2. Aufrabe

In Abbildung & ist ein Quadrat aus 25 Feldern gegeben. Diese Figur soll mit (zueinander kongruenten) L-
Steinen ausgelegt werden, wobel ein spezielles Feld vorher entfernt wird. Ein L-Stein besteht aws drei in L-Form
angeordneten quadratischen Feldern (siche Abbildung b).

Abbildung & Abbildung b

a) Aus dem Quadrat wird eines der graven Felder entfernt. Zeigen Sie, dass sich die aus den verbleibenden
24 Feldern bestehende Figur mit 8 L-Steinen legen ldsst.

b) Aus dem Quadrat wird eines der weien Felder entfernt. Zeigen Sie, dass sich die aus den verbleibenden
24 Feldern bestehende Figur nicht mit 8 L-Steinen legen 1dsst.

3. Aufeabe

Fiir ein Zufallsexperiment stehen vier rote und vier blave Kugeln zur Verfiigung, Zu Beginn befinden sich vier
der acht Kugeln in einer Urne, die anderen vier dienen als Vorrat. In jedem Schritt des Zufallsexperiments wird
nun eine Kugel aus der Urne zufilliy gezogen und gegen eine Kugel der anderen Farbe aus dem Vorrat getawscht.

a) ZuBeginn befinden sich nur rote Kugeln in der Urne. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die fiinfte gezogene
Kugel rot?

k) Zu Beginn sind jetzt zwei rote und zwei blane Kugeln in der Ume. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind
nach 10 Schritten wieder zweil rote und =wei blaue Kugeln in der Urne?
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Klasse 10 / EF

1. Aufgabe
Zelgen 51e: Wenn sich die Winkelhalbierenden von drel Innenwinkeln eines komvexen Vierecks ABCD in einem

Punkt F schneiden, dann liegt P asch auf der vierten Innenwinkelhalbierenden.

2. Aufpabe
Fiir ein Zufallsexperiment stehen vier rote und vier blaue Kugeln zur Verfiigung. Zu Beginn befinden sich vier

der acht Kugeln in einer Urne, die anderen vier dienen als Vorrat. In jedem Schritt des Zufallsexperiments wird
nun cine Kugel aus der Urne zuféllig gezogen und gegen eine Kugel der anderen Farbe aus dem Vorrat getawscht.
a) ZuBeginn befinden sich nur rote Kugeln in der Urne. Mit welcher Wahracheinlichkeit izt die fiinfte gezogene
Kugel rot?
b) Zu Beginn sind jetzt zwei rote und zwei blaue Kugeln in der Ume. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind
nach 10 Schritten wieder zwel rote und zwei blave Kugeln in der Urne?

3. Aufpabe

a) Entscheiden Sie (ohne Zuhilfenahme eines Thschenrechners), welche der folgenden Zahlen £ = 1125, u =
1225, v = 111 225 und w = 112 225 Quadratzahlen simd.
Geben Sie gegebenenfalls die Zahlen an, deren Quadrate vorliegen.

b) Die game Zahl

a=11...1122...225
e il
2018 2019
besteht (im iiblichen Zehnersystem) aus 4 038 Ziffern, und zwar 2018 Einsen, 2 019 Zweien und eciner Fiinf.

Zeigen Sie, dass die Zahl a eine Quadratzahl ist, und geben Sie die Zifferndarstellung der Zehl b mit P =a
&1L
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Klassen Q1 und ()2

1. Aufeabe
Gegeben ist die Funktion f, die fiir reclle Zahlen © mit |x| < 3 durch die Gleichung f{r) = /0 — 2 definiert
st

a) Eine zweite Funktion g wird durch g{z) = 2 — +'0 - 12 definiert.

Man untersuche, ob die Graphen von f und g gemeinsame Punkte besitzen, und berechne gegebenenfalls
deren Koordinaten.

b) Es =sei a eine reclle Zahl. Die Funktion g, wird fiir —3 < = < 3 durch die Gleichung g,(x) = a — /9 — T2
definiert.

Man untersuche in Abhingigkeit von a, ob der Graph von f und der Graph von g, gemeinsame Punkte
besitzen, und berechne gegebenenfalls deren Koordinaten.

2. Aufpabe
Ein Quadrat ABCD wird durch eine Gerade g in zwel Telle mit gleichem Flacheninhalt zerlegt.

Man beweise, dass dann der Dhagonalenschnittpunkt M des Quadrats A BCD auf der Geraden g liegt.

3. Aufrabe
Man beweise, dass es keine ganzen Zahlen r und y gibt, die die Gleichung

20r? — 10y" = 2019

erfilllen.



