Herner Mathematikwettbewerb 2021/2022

als erste Runde der 61. Mathematik-Olympiade in Deutschland
Aufgaben der ersten Runde
Klasse 5

1. Aufgabe
Nach dem Unterricht treffen sich Nele, Lara und Josy auf dem Spielplatz. Die Madchen haben verschiedene

Lieblingsgeréte; diese sind die Rutsche, der Schaukelkorb und das Klettergeriist.

(1) Nele und das Méadchen, das am liebsten klettert, gehen in die gleiche Klasse.
(2) Lara meidet den Schaukelkorb, weil ihr da schon 6fter schwindelig geworden ist.
(3) Nele und das Méadchen, das gerne schaukelt, wohnen in der gleichen Strafse.

Ermittle, welches Méadchen welches Lieblingsgerét auf dem Spielplatz hat.

Schreibe deine Losungsiiberlegungen auf.

2. Aufgabe
Die Abbildung zeigt ein Miihle-Brett.

a) Zeichne die Linien auf dem Spielfeld in moglichst wenigen Ziigen nach. Dabei
darf keine Linie doppelt gezeichnet werden. Solange du den Stift nicht absetzt,
ist das immer noch derselbe Zug.

Nimm fiir jeden neuen Zug eine neue Farbe.

Wie viele Farben brauchst du mindestens?

Hinweis:  Du brauchst nicht zu begriinden, dass es keine kleinere Zahl an
Farben gibt.

b) Wie lang (in Késtchenlingen) ist der lingste Zug, den man nach dieser Regel zeichnen kann? Begriinde,
dass es keinen langeren Zug geben kann.

¢) Male die neun Flichen im Spielfeld farbig aus. Fliachen, die eine gemeinsame Liniengrenze haben, sollen
unterschiedliche Farben aufweisen.
Wie viele Farben brauchst du wenigstens? Begriinde dein Ergebnis.

3. Aufgabe
Clara hat einen Haufen mit vielen , Kupfermiinzen“ vor sich, also Miinzen zu 1 Cent, 2 Cent und 5 Cent.

Sie iiberlegt: Wenn ich mit den Miinzen aus diesem Haufen insgesamt einen Betrag von 20 Cent bilden will, so
kann ich 20 1-Cent-Miinzen nehmen. Ich kann also die 20 Cent aus zwanzig Miinzen bilden. Andererseits kann
ich auch vier 5-Cent-Miinzen nehmen. Also kann ich die 20 Cent auch aus nur vier Miinzen bilden. Wie ist das
mit anderen Anzahlen von Miinzen?

a) Zeige, dass sich fiir jede Anzahl von Miinzen zwischen 20 und 4 Miinzen (also mit 19 Miinzen, mit
18 Miinzen usw.) mit einer Ausnahme eine Zusammenstellung von ,Kupfermiinzen® finden lisst, deren
Gesamtwert wieder 20 Cent betragt.

Welche Anzahl bildet die Ausnahme und warum?

b) Warum braucht sich Clara nicht um die Anzahlen von Miinzen oberhalb von 20 oder unterhalb von 4 zu
kiimmern?
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1. Aufgabe
Anna, Bea, Clara und Dana haben viele gleich grofe Papierquadrate in den Farben Rot, Griin, Blau und Weik.

a) Jedes der Madchen wihlt sich zunéichst eine der Farben; dabei wahlt jede eine andere.
Ermittle, wie viele Moglichkeiten die Madchen dafiir haben.

Nun schneiden die Médchen alle Papierquadrate entlang einer Diagonalen in jeweils zwei Dreiecke. Aus jeweils
zwei der farbigen Dreiecke legen sie nun wieder Quadrate.

b) Wie viele verschiedene Quadrate konnen die Médchen so legen?
Wie viele Quadrate davon sind zweifarbig?

¢) Danas kleiner Bruder kommt und mochte zwei der zweifarbigen Quadrate mitnehmen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir die Wahl dieser zwei Quadrate?

Hinweis: Quadrate werden als gleich angesehen, wenn sie durch Drehungen und Verschiebungen auseinander
hervorgehen.

2. Aufgabe

Uber das jeweilige Alter der drei Schwestern Alina, Melina und Selina ist Folgendes bekannt:
(1) Alina ist doppelt so alt wie Selina.
(2) Alina und Melina sind zusammen 20 Jahre alt.

(3) Selina ist zwei Jahre jiinger als Melina.

a) Ermittle jeweils das Alter der drei Schwestern.

b) Die Mutter der drei Schwestern war vor drei Jahren doppelt so alt wie damals alle drei Méddchen zusammen.
In wie vielen Jahren wird die Mutter doppelt so alt sein, wie Alina dann sein wird?

3. Aufgabe

Fritz spielt folgendes Zahlenspiel:

Auf einem unbegrenzt langen Késtchenstreifen, bei dem die Késtchen der Reihe nach nummeriert sind, stehen
drei Figuren anfangs auf den Feldern 1, 2 und 3. Ein Zug besteht darin, die Figur auf der kleinsten Zahl
die beiden anderen iiberspringen zu lassen und dann diese Figur noch einmal um dieselbe Zahl von Feldern
vorzuriicken.

Der erste Zug fiihrt also aus der Anfangsstellung (1, 2, 3) in die Stellung (2, 3, 7), denn die Figur auf Feld 1
zieht zunéchst auf Feld 4, also drei Felder weiter, und dann noch einmal drei Felder weiter auf Feld 7.

a) Gib jeweils die Stellung der drei Figuren nach drei, vier und fiinf Ziigen an.

b) ,,Uhh, die Zahlen steigen aber schnell! meint Fritz. In welchem Schritt iiberspringt die letzte Figur das
Feld 1007
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1. Aufgabe
In einem alten Buch mit mathematischen Knobeleien fand sich folgender Vers:

Eine Zahl hab ich gewahlt,
107 zugezahlt,

dann durch 100 dividiert
und mit 11 multipliziert,
endlich 15 subtrahiert,

und zuletzt ist mir geblieben
als Resultat die Primzahl 7.

Ermittle alle moglichen Zahlen, die gewéhlt werden konnen, damit der Vers zu einer wahren Aussage wird.

2. Aufgabe

)

Abbildung a Abbildung b

a) Die nicht mafstabsgerechte Abbildung a zeigt drei Geraden a, b und ¢, die einander in einem Punkt
schneiden und Winkel der Grofen «, 5, v, §, 90° und 68° bilden.

Berechne die Winkelgréfen «, 5, v und 4.

b) Die nicht mafstabsgerechte Abbildung b zeigt drei Geraden e, f und g, die einander in einem Punkt
schneiden und Winkel der Groéfsen €, n, A, u und 4 - € bilden.
Berechne die Winkelgrofien €, n, A und pu.

3. Aufgabe
Um von der Haustiir zur Wohnungstiir zu gelangen, muss Mia eine Treppe mit genau sieben Stufen iiberwinden.
Mit einem Schritt kann sie hochstens drei Stufen nehmen. Daher sind zum Beispiel folgende Schrittfolgen
moglich:

1 Stufe — 2 Stufen — 3 Stufen — 1 Stufe

3 Stufen — 2 Stufen — 2 Stufen

2 Stufen — 3 Stufen — 2 Stufen

Ermittle die Anzahl aller Schrittfolgen, die Mia fiir diese Treppe nehmen kann.
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1. Aufgabe
Zu den Schiilern Elias, Jonas und Leon macht ihr Mathematiklehrer folgende Aussagen, von denen genau eine

falsch ist und die anderen wahr sind.
(1) Jonas ist &lter als Leon.
(2) Leon ist élter als Elias.
(3) Elias ist élter als Jonas.

(4) Leon und Elias sind zusammen doppelt so alt wie Jonas.

a) Welche der vier Aussagen ist falsch?
b) Welcher Junge ist am &ltesten?

2. Aufgabe
Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC und fiir jede Gerade g die folgenden Aussagen gelten:

a) Wenn die Gerade g durch den Mittelpunkt B’ der Seite AC verliuft und parallel zur Geraden AB ist,
dann schneidet die Gerade g die Seite BC in deren Mittelpunkt A’.

b) Wenn die Gerade g durch den Mittelpunkt B’ der Seite AC und den Mittelpunkt A’ der Seite BC verliuft,
dann ist die Gerade g parallel zur Geraden AB.

c¢) Die Verbindungsstrecke A’B’ des Mittelpunkts A’ der Seite BC' und des Mittelpunkts B’ der Seite AC
ist halb so lang wie die Dreieckseite AB.

Hinweise:

1. Die Beweise sollten unter Nutzung von Kongruenzsitzen, Eigenschaften von Parallelogrammen, Sétzen zu
Winkeln an geschnittenen Parallelen, aber ohne Anwendung von Strahlensétzen erfolgen, da die obigen
Aussagen Grundlagen fiir elementargeometrische Beweise der Strahlenséitze sind.

2. Eine Strecke, die die Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks verbindet, heiftt auch Mittellinie dieses
Dreiecks. Die in b) und ¢) zu zeigenden Aussagen sind zusammengefasst der Satz iiber die Mittellinien im
Dreieck:

In jedem Dreieck ist die Mittellinie zweier Seiten parallel zur dritten Seite und halb so lang wie
diese.

3. Aufgabe
Unter einer Losung der Gleichung L+ E +V + E 4+ L = 61 verstehen wir natiirliche Zahlen L, E und V grofer

als 0, fiir die diese Gleichung gilt.

Ermittle die Anzahl aller Losungen dieser Gleichung, bei denen keine zwei der drei Zahlen L, F und V gleich
sind.
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1. Aufgabe
Um 17 Uhr ziindet Elise gleichzeitig drei Kerzen an. Sie sind alle drei gleich hoch, aber unterschiedlich dick.

Jede Kerze brennt gleichméfig ab. Um vollstdndig abzubrennen, braucht die erste Kerze 10 Stunden, die zweite
Kerze 8 Stunden und die dritte Kerze 12 Stunden.

Als Elise alle drei Kerzen ausblést, ist die erste noch genau doppelt so hoch wie die zweite.

a) Zu welcher Uhrzeit blést Elise die drei Kerzen aus?

b) Ermittle, wie hoch dann die zweite Kerze im Verhéltnis zur dritten ist.

2. Aufgabe
Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm, bei dem der Abstand der parallelen Geraden AB und C'D gleich

6 ist. £ und F seien die Mittelpunkte der Seiten BC und CD. Die Gerade DE schneide die Strecke BF im
Punkt P und die Gerade AB im Punkt Q.

a) Zeige, dass |[AQ| = 2 |AB] gilt.
b) Zeige, dass P auf der Geraden AC liegt und bestimme die Linge des Abstands von P zur Geraden AB.

3. Aufgabe
Bestimme alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n die Ungleichung
n-z < 2021 gilt.
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Klasse 10 / EF

1. Aufgabe
Gegeben ist die lineare Funktion f mit der Gleichung y = f(x) = 3z + 7. Aus den Werten von f werden die

Werte von z mit z = f(a) + f(a + 1) + f(2a + 3) berechnet.
Hinweis:  Zum Beispiel bedeutet f(8a — 4), dass man 8a — 4 in das Argument von f einsetzen muss. Also
f(8a—4)=3-(8a—4)+7=24a—5.
a) Bestimmen Sie einen Term fiir z in Abhéngigkeit von a, der das Symbol f nicht mehr enthélt.
b) Gibt es eine natiirliche Zahl a, fiir die z = 102921 gilt?
c) Gibt es eine natiirliche Zahl a, fiir die z durch 2021 teilbar ist?
)

d) Gibt es eine natiirliche Zahl a, fiir die z (im iiblichen Zehnersystem) eine 2021-stellige Zahl mit 2021
gleichen Ziffern ist?

2. Aufgabe
Das Viereck ABCD sei ein Parallelogramm, bei dem der Abstand der parallelen Geraden AB und C'D gleich

6 ist. E und F seien die Mittelpunkte der Seiten BC und CD. Die Gerade DFE schneide die Strecke BF im
Punkt P und die Gerade AB im Punkt Q.

a) Zeigen Sie, dass |AQ| = 2|AB) gilt.
b) Zeigen Sie, dass P auf der Geraden AC liegt und bestimmen Sie die Linge des Abstands von P zur
Geraden AB.

3. Aufgabe

a) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n die
Ungleichung n - z < 2021 gilt.
b) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen z mit der Eigenschaft, dass fiir alle positiven ganzen Zahlen n die

Ungleichung gZE < z gilt.
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Klassen Q1 und Q2

1. Aufgabe
Die positiven ganzen Zahlen a, b, ¢ und d haben die folgenden vier Eigenschaften:

(1) @ und c sind Primzahlen.

(2) ¢ und d unterscheiden sich um genau 1.

(3) a, b, c erfiillen die Gleichung a-b+ 1 = c.

(4) b, ¢, d erfiillen die Gleichung b-d+1="5b-c+6.

Man berechne die Zahl (b-d+1)-10000+ d - 100 + c.

2. Aufgabe
Es seien a und b zwei gegebene reelle Zahlen mit |a| # |b|. Wir betrachten das folgende Gleichungssystem fiir
die reellen Unbekannten x und y:

z+lyl=a,
2| +y=0b.

Man bestimme alle Losungspaare (z,y) in Abhéngigkeit von a und b.

3. Aufgabe
Die Mittelpunkte A, B, C' dreier kongruenter Kreise, die keine gemeinsamen Punkte haben, liegen nicht auf

derselben Geraden. Von den Punkten A, B, C' werden die sechs in der Abbildung gezeigten Tangenten an die
Kreise gelegt, die ein konvexes Sechseck einschlieffen.

Man beweise: Die Summen der Langen von jeweils drei paarweise nicht unmittelbar benachbarten Seiten dieses
Sechsecks sind gleich, d. h., es gilt

|PQ| + |RS|+ |TU| = |QR| + |ST| + |UP| .




