Herner Mathematikwettbewerb 2022/2023

als erste Runde der 62. Mathematik-Olympiade in Deutschland
Aufgaben der ersten Runde
Klasse 5

1. Aufgabe

In der Alphastrafie 13 steht ein drei Stockwerke hohes Wohnhaus.
In jedem Stockwerk sind zwei Wohnungen (siehe Skizze).

Uber die Bewohner ist Folgendes bekannt:

(1) In diesem Haus wohnen genau sechs Kinder:
Alex, Bibi, Clara, Dominik, Erik und Ferdinand.

(2) In der Wohnung unten rechts wohnt Herr Schéfer allein mit seinem Hund Balko.
In allen anderen Wohnungen wohnt wenigstens ein Kind.

(3) Wenn die Geschwister Bibi und Clara zu ihrem Freund Erik gehen wollen, brauchen sie nur geradeaus
iiber den Flur zu gehen.

(4) Dominik wohnt ganz oben. Weiter unten auf der gleichen Hausseite wohnt Ferdinand.
(5) Erik wohnt auf der rechten Seite des Hauses.

Ermittle fiir jedes Kind, in welcher Wohnung es wohnt. Schreibe genau auf, woraus sich die gefundenen Zuord-
nungen ergeben.

2. Aufgabe
Die Abbildung zeigt eine Inselgruppe mit sieben Inseln. Jede

der Inseln hat eine andere Grofe, die durch die jeweilige Zahl @
in der Insel angegeben wird.

Mochte man nun von einer Insel zur anderen gerudert werden,

so muss man fiir die Strecke einen Preis in Kauri bezahlen, der @ @

der Differenz zwischen den Grofen entspricht, wobei immer
die kleinere von der groferen Zahl abgezogen wird (also zum @
Beispiel 7 Kauri von der Insel 15 zur Insel 8 oder 10 Kauri von

der Insel 1 zur Insel 11).

a) Ein Tourist méchte von der Insel 15 zur Insel 1 gerudert werden und dabei alle anderen Inseln besuchen.
Auflerdem mochte er moglichst wenig Kauri ausgeben.
In welcher Reihenfolge sollte er die Inseln anfahren lassen, damit er so wenig Kauri wie méglich bezahlen
muss? Begriinde, dass es keine giinstigere Reihenfolge gibt.

b) Wie viel kostet der billigste Rundweg von der Insel 8 zur Insel 8, auf dem unterwegs ebenfalls alle anderen
Inseln besucht werden?

3. Aufgabe

a) Wenn eine Gerade durch ein Rechteck verlduft, entstehen zwei Teilflichen.
Wie viele Ecken kénnen die entstehenden Teilflichen haben?
Zeichne jeweils ein Beispiel.

b) Bestimme die mdglichen Anzahlen von Teilflichen, wenn zwei Geraden durch ein Rechteck verlaufen.
Zeichne fiir jede mogliche Anzahl ein Beispiel.

c¢) Bestimme die moglichen Anzahlen von Teilflichen, wenn drei Geraden durch ein Rechteck verlaufen.
Zeichne fiir jede mogliche Anzahl ein Beispiel.

d) Bestimme die kleinste und die grofte Anzahl von Teilflichen, wenn vier Geraden durch ein Rechteck
verlaufen.
Zeichne jeweils ein Beispiel.

Hinweis: Eine Gerade ist eine gerade Linie, die auf beiden Seiten kein Ende hat. Es diirfen keine zwei Geraden
iibereinanderliegen.
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als erste Runde der 62. Mathematik-Olympiade in Deutschland
Aufgaben der ersten Runde
Klasse 6

1. Aufgabe
Anton, Ben, Carlo und Dominik trainieren die Ballsportarten Basketball, Fufball, Handball und Volleyball,

aber jeder eine andere. Die Mannschaften haben Heimtrikots in den Farben Blau, Griin, Orange und Tiirkis,
aber jede Mannschaft nur eine der Farben und jede eine andere. Die Hosen haben die Farben Lila, Rot, Schwarz
und Weifs, aber jede Mannschaft hat nur eine der Farben ausgewéhlt und jede eine andere.

Folgendes ist bekannt:
(1) Anton spielt nicht Basketball und auch nicht Fuftball; seine Trikotfarbe ist griin.
(2) Das Trikot von Ben ist nicht orange; er triagt eine weife Hose.

(3) Carlo ist nicht der Fulballer, er trigt ein tiirkises Trikot; seine Hose ist nicht schwarz.
(4) Dominik ist der Volleyballer und seine Hose ist rot.

Ermittle, welcher Junge welche Ballsportart betreibt, welche Farbe sein Trikot und welche Farbe seine Hose hat.

2. Aufgabe

Maria legt aus vier Dominosteinen einen quadratischen Ring [—l |
(Abbildung a). Dann nimmt Maria weitere Dominosteine und l
legt um den ersten einen zweiten Ring (Abbildung b), dann | | |

einen dritten, einen vierten usw.
Abbildung a Abbildung b

a) Wie viele Dominosteine benotigt Maria jeweils fiir den dritten, fiir den vierten und fiir den fiinften Ring?
b) Berechne, wie viele Dominosteine Maria fiir den 20. und fiir den 100. Ring beno6tigen wiirde.

¢) Wie viele Dominosteine miisste Maria insgesamt haben, damit sie so eine Figur mit 100 Ringen legen
kénnte?

3. Aufgabe
Die Zahl 1000 lasst sich als Summe von Zahlen, die nur ein- und dieselbe Ziffer enthalten, darstellen. Zum

Beispiel kann man aus 8-mal der Ziffer 8 die Summe 888 + 88 4+ 8 + 8 + 8 = 1000 bilden.

a) Bilde die Summe 1000 unter Verwendung von 20-mal der Ziffer 5.

b) Die Summe 1000 soll unter Verwendung von Zahlen gebildet werden, die nur die Ziffer 1 enthalten.
Welches ist die kleinste Anzahl der Ziffer 1, die dafiir nétig ist?

¢) Begriinde, dass es nicht moglich ist, die Summe 1000 unter Verwendung von Zahlen zu bilden, die nur die
Ziffer 3 enthalten.
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1. Aufgabe
Die sechs Kinder Ayla, Ben, Cem, Dana, Emma und Finn spendeten jeder einen Teil ihres Taschengeldes fiir

den Umweltschutz. Uber die Betrige, die sie spendeten, ist Folgendes bekannt:
(1) Jedes Kind spendete einen ganzzahligen Euro-Betrag.
2) Der kleinste gespendete Betrag ist 6 Euro. Der grofte gespendete Betrag ist 12 Euro.
Ayla spendete mehr als Ben.
Cem spendete mehr als Dana und Dana spendete mehr als Ben.

)
)
5) Cem spendete mehr als Ayla.
) Cem spendete 2 Euro weniger als Finn.
)

Ben spendete 2 Euro mehr als Emma.

Ermittle, welchen Betrag jedes Kind spendete.

2. Aufgabe
Luisa will sich in diesem Schuljahr in Franzosisch verbessern. Darum hat sie in den letzten drei Wochen der

Sommerferien fleifig Vokabeln gelernt, insgesamt 12 Stunden, so wie sie es sich vorgenommen hatte. In der
zweiten Woche hat Luisa 3 Stunden und 20 Minuten ldnger Franzosisch-Vokabeln gelernt als in der ersten
Woche. In der dritten Woche hat sie 2 Stunden und 10 Minuten ldnger Franzosisch-Vokabeln gelernt als in der
ersten Woche.

Ermittle, wie lange Luisa in jeder der drei Wochen Franzosisch-Vokabeln gelernt hat.

3. Aufgabe
Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) und der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von Zahlen spielen unter

anderem in der Bruchrechnung und der Zahlentheorie eine wichtige Rolle.
a) Gib von den Zahlen 48 und 540 die Primfaktorzerlegungen, den grofiten gemeinsamen Teiler und das
kleinste gemeinsame Vielfache an.

b) Ermittle die kleinsten vier natiirlichen Zahlen, die mit der Zahl 48 jeweils den groften gemeinsamen Teiler
6 haben.

¢) Ermittle alle natiirlichen Zahlen, deren kleinstes gemeinsames Vielfaches mit 36 jeweils die Zahl 540 ist.
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1. Aufgabe
a) Die natiirlichen Zahlen von 1 bis 10 sind an einem Kreis im Uhrzeigersinn angeordnet (Abbildung a).

Mit 1 beginnend wird in mehreren Umlédufen im Uhrzeigersinn jede 4. Zahl 0 o
weggestrichen (also die Zahlen 1, 5, 9, ...), bis nur noch Zahlen getroffen @ 9
werden, die schon weggestrichen sind. Dabei werden die weggestrichenen
Zahlen stets mitgezahlt. e e
Ermittle, wie viele der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10 auf diese Weise @ e
nicht weggestrichen werden. 6

Abbildung a

b) Die natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 sind an einem Kreis im Uhrzeigersinn angeordnet (Abbildung b).
Mit 1 beginnend wird in mehreren Umliufen im Uhrzeigersinn jede @ @ e
15. Zahl weggestrichen (also die Zahlen 1, 16, 31, 46, 61, ...), bisnur - 9
noch Zahlen getroffen werden, die schon weggestrichen sind. Dabei
werden die weggestrichenen Zahlen stets mitgezéahlt. e
Ermittle, wie viele der natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 auf diese
Weise nicht weggestrichen werden. Abbildung b

\

2. Aufgabe
Herr Bartz hatte in den Klassen 8a und 8b die gleiche Klassenarbeit geschrieben. Es sind insgesamt 50 Arbeiten.

Der Notendurchschnitt, also das arithmetische Mittel aller Noten, ist 2,7. Herr Bartz hat auch den Notendurch-
schnitt jeder Klasse einzeln berechnet. Danach fiel ihm auf, dass er Mia, die die Note 2 erhielt, versehentlich der
8b zugeordnet hat, obwohl sie in die 8a geht. Deshalb berechnet er die Durchschnitte erneut und staunt: Sowohl
der Notendurchschnitt der 8a als auch der Notendurchschnitt der 8b sind besser als bei der ersten Rechnung.

a) Gib eine mogliche Verteilung von Noten der Schiilerinnen und Schiiler der beiden Klassen bei dieser
Klassenarbeit an, bei der der Notendurchschnitt aller 50 Arbeiten 2,7 ist, Mia eine 2 erhélt und die
Notendurchschnitte der beiden Klassen bei der zweiten Berechnung tatséchlich jeweils besser als bei der
ersten Berechnung sind. Begriinde deine Angabe.

b) Kann auf Basis der vorhandenen Informationen hergeleitet werden, welche der beiden Klassen den besseren
Notendurchschnitt hat? Begriinde deine Antwort.

3. Aufgabe L
Es sei ABC' ein Dreieck mit einem rechten Innenwinkel im Punkt C'. Die Lange der Seite AC' sei kleiner als die

Linge der Seite BC. Weiter seien X, Y und Z drei Punkte, die folgende Bedingungen erfiillen:
(1) Die Punkte X, Y und Z sind von den Punkten A, B und C verschieden.
(2) Der Punkt X liegt auf der Seite AC.
(3) Der Punkt Y liegt so auf der Seite AB, dass die Strecken AX und XY gleich lang sind.
(4) Der Punkt Z liegt so auf der Seite BC, dass der Winkel <t ZY X ein rechter Winkel ist.

a) Fertige eine Zeichnung an, die den beschriebenen Sachverhalt veranschaulicht.
b) Driicke die Lange des Umfangs des Vierecks CXY Z durch die Seitenlingen des Dreiecks ABC' aus.
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1. Aufgabe

a) Ermittle die kleinste positive ganze Zahl z, fiir die sowohl z als auch die Quersumme @Q(z) durch 2, durch
3 und durch 5 teilbar sind.

b) Ermittle die kleinste positive ganze Zahl z, fiir die sowohl z als auch die Quersumme @(z) durch 2, durch
3, durch 4 und durch 5 teilbar sind.

2. Aufgabe
In einem konvexen Fiinfeck ABCDE seien u die Summe der Seitenldngen (also der Umfang des Fiinfecks) und

d die Summe der Diagonalenldngen.

a) Zeige, dass stets d < 2u gilt.

b) Zeige, dass stets u < d gilt.
Hinweis: Ein Fiinfeck ist konvex, wenn alle seine Diagonalen mit Ausnahme der Endpunkte im Inneren des
Fiinfecks verlaufen.

Fiir die Losung dieser Aufgabe ist die Dreiecksungleichung hilfreich.

3. Aufgabe
2022 Piraten haben auf einer Insel einen Schatz, bestehend aus 10 000 Kokosniissen, erbeutet. Sie wollen jetzt
die Kokosniisse einigermafien gerecht unter sich aufteilen und gehen dazu wie folgt vor:

Alle Kokosniisse werden auf einen Haufen gelegt und alle Piraten stellen sich in einer Schlange auf. Der Reihe
nach geht jeweils der erste Pirat aus der Schlange zum Kokosnusshaufen, teilt die Anzahl der noch verbliebenen
Kokosniisse durch die Anzahl der verbliebenen Piraten, zu denen er selber auch gehort, rundet das Ergebnis
auf die nichstgelegene ganze Zahl auf oder ab, nimmt sich entsprechend viele Kokosniisse und segelt mit ihnen
nach Hause. Dann ist der néchste Pirat dran und so weiter.

Bestimme, wie viele Kokosniisse

a) die ersten drei Piraten,
b) die Piraten, die am Anfang an 1803. und 1804. Stelle stehen,

erhalten.
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Klasse 10 / EF

1. Aufgabe

a) Ermitteln Sie die kleinste positive ganze Zahl z, fiir die sowohl z als auch die Quersumme Q(z) durch 2,
durch 3 und durch 5 teilbar sind.

b) Ermitteln Sie die kleinste positive ganze Zahl z, fiir die sowohl z als auch die Quersumme @Q(z) durch 2,
durch 3, durch 4 und durch 5 teilbar sind.

2. Aufgabe
In dieser Aufgabe betrachten wir Summen von Quadratzahlen. Die kleinste der hier betrachteten Quadratzahlen

soll die Eins mit 1 = 1-1 = 12 sein. Die niichstgroferen sind dann 4 wegen 4 = 2-2 = 22 und 9 wegen 9 = 3-3 = 32
usw.

a) Vereinfachen Sie den Term
(a® +b% — 02)2 + (2ac)® + (2bc)* — (a® + % + 02)2 .
b) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem die Summe von drei Quadratzahlen wieder eine Quadratzahl ist. Dabei
darf eine Quadratzahl auch mehrfach als Summand auftreten.
¢) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem die Summe von 2022 Quadratzahlen wieder eine Quadratzahl ist. Auch
hier darf eine Quadratzahl mehrfach als Summand auftreten.

Hinweis: Es gibt fiir den Aufgabenteil ¢) auch Beispiele, bei denen alle Summanden paarweise verschieden sind.
Finden Sie ein Beispiel?

3. Aufgabe L L
In einen Halbkreis mit Mittelpunkt M iiber dem Durchmesser UV mit ‘U VI = 12 sei ein Quadrat ABCD

eingezeichnet, wobei A und B auf dem Durchmesser sowie C' und D auf dem Halbkreis liegen. Weiter sei ein
Quadrat BEFG eingezeichnet, wobei B zwischen M und E auf dem Durchmesser UV, F' auf dem Halbkreis
und G auf der Strecke BC' liegen.

a) Konstruieren Sie eine solche Figur und begriinden Sie Ihr Vorgehen.

b) Bestimmen Sie den Flidcheninhalt A pcp des Quadrats ABCD.

c) Zeigen Sie, dass Aypop =4 - Apgpra gilt.

Hinweis: Die Zeichnung darf auch mit Hilfe eines geeigneten Computerprogramms angefertigt werden.
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1. Aufgabe
Die Zahl 21212 hat eine besondere Eigenschaft. Fiir ihre Quersumme und ihr Querprodukt gilt

2414+241+2=8=2-1-2-1-2.

Man ermittle, wie viele fiinfstellige positive ganze Zahlen existieren, fiir die Quersumme und Querprodukt den
gleichen Wert ergeben.

2. Aufgabe

Im konvexen Fiinfeck ABCDE ist die Seite BC parallel zur Diagonalen AD, und die Seite AF ist parallel zur
Diagonalen BD. Die Punkte M und N sind die Mittelpunkte der Seiten C'D beziehungsweise DE. Der Punkt
Q ist der Schnittpunkt der Strecken AM und BN.

Man beweise, dass das Viereck M DNQ und das Dreieck ABQ flachengleich sind (Abbildung).

3. Aufgabe

Eine aus 27 Kindern bestehende Schulklasse besucht einen Freizeitpark. Eine der Attraktionen ist ein regelmé-
Riges 77-Eck, in dessen Ecken jeweils ein steinerner Turm mit nur einem Fenster steht. Die Mauern sind dick
und die Fenster so schmal, dass man daraus von allen anderen T{irmen nur die Fenster der 26 Tiirme sehen
kann, die am weitesten entfernt sind.

Die Kinder verteilen sich auf beliebige 27 der 77 Tiirme.

Man beweise, dass es stets zwei Kinder gibt, die sich gegenseitig sehen kénnen.



